
 

 

ЛЕКЦИЯ-14 

§7.2. Лаплас түрлендіруі және оны интегралдық теңдеулерге 

қолдану 

1. Лаплас түрлендіруі. Берілген нақты  аргументті  функциясы-

ның Лаплас түрлендіруі деп комплекс р аргументті  

                                        (121) 

функциясын айтамыз. Әрине теңдіктегі  кез келген  функциясы 

үшін анықтала бермейді. Сондықтан түрлендіруі орынды болатын 

функциялар класын келтірейік. 

 Нақты  аргументті  функциясы: a) ; ә)  осінің кез 

келген шенелген интервалында интегралданатын функция; б) 

 шарттарын қанағаттандыратын кез келген комплекс мәнді 

 функциясын тұпнұсқа (түпнұсқа) деп айтады. Мұндағы,  оң 

тұрақты шамалар. Бұл теңсіздіктегі -дің дәл төменгі мәнін  

функциясының өсу көрсеткіші деп айтады. (121) формуласымен өрнектелген 

комплекс аргументті  функциясын  тұпнұсқаның кескіні (бейнесі) 

деп айтады. 

Теорема.  облысында (121) интегралы жинақты, оның үстіне, 

егер  болса, ол бірқалыпты жинақты және сол жартыжазықтықта 

аналитикалық функция болады. 

 Қолданбалы есептерде белгілі кескін  бойынша тұпнұсқа 

функциясын табу керек болады. 

1 теорема. Берілген  функциясы  облысында нақты 

аргументті бөлікті – тегіс  функциясының кескіні болып және оның өсу 

көрсеткіші  болсын. Сонда: 

 

Бұл өрнекті лапластың Меллиннің кері түрлендіру формуласы деп 

айтады. 
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Дәлелдеуі. Көмекші  функциясын қарастырайық. 

Фурье интегралы бойынша оны  

 

түріне келтіреміз. Бұл теңдікте  ауыстыруын енгізіп, 

 

 

 теңдігін аламыз; мұнда біз  жағдайында  екенін ескердік. 

 деп белгілеп және (121) мен осы алынған өрнектерді пайдаланып, 

 

екенін көрсетеміз. Теорема дәлелденді. 

 Енді комплекс  аргументті  функциясы  тұпнұсқаның 

кескіні болуы үшін кейбір жеткілікті шарттарды келтірейік. 

 2 теорема. Егер  функциясы  облысында аналитикалық, 

 жағдайда  жартыжазықтығында argp бойынша 

бірқалыпты нөлге ұмтылса және  интегралы абсолютті жинақты 

болса, онда  функциясы  

 

функциясының кескіні болады 

2. Лаплас түрлендіруінің кейбір қасиеттері. Келешекте ыңғайлы 

болуы үшін  функциясының кескіні  деген ұғымды  деп 

белгілейміз. Түрлендірудің қасиеттерін қарастырайық. 

1
0
 (Сызықтық). Егер  мен  тұпнұсқа функциялар болса, онда 

әрқашан тұрақты  мен  комплекс сандары үшін 

қатысы орынды мұнда . 
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 Бұл өрнектің дұрыстығы ап-айқын. 

2
0
 (Ұқсастық).  тұпнұсқа болсын. Онда  тұрақтысы үшін 

  қатысы орынды. 

Расында, 

 

 3
0
 (Тұпнұсқаны дифференциалдау). Егер  немесе  

функциялары, жалпы жағдайда  функциясы тұпнұсқа (түпнұсқа) болса, 

онда: 

                                         (122) 

немесе 

               (123) 

 Дәлелдеуі.  болғанда  екенін ескерсек, 

бөліктеп интегралдап, 

 

(122) өрнегін аламыз. 

Дәл осы жолмен (123) өрнегі де дәлелденеді. 
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0
 (Тұпнұсқаны интегралдау). Егер  тұпнұсқа болса, онда  

тұпнұсқа және 

 

қатысы орынды. 

 Дәлелдеуі.  функциясының да тұпнұсқа екенін оңай 

байқаймыз, яғни  функциясы а), ә) және б) шарттарын қанағаттандырады. 
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 болсын.  теңдігінен . 

Бұдан  немесе 
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)(tf  және )(tg  тұпнұсқа функциялары үшін ұйысу операциясы әрқашан 

орынды және  
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0
 (Көбейту теоремасы). Егер )()(),()( pGtgpFtf    болса, онда 

олардың gf   ұйысу да тұпнұсқа болады және  

)()( pGpFgf  .      (124) 

Дәлелдеуі. )()(  tgf  көбейтіндісі   аргументінің  облысының 

сыртқы нүктелерінде нөлге тең. Ал )()(  tgf  функциясынан алынған 

интегралдың мәні бар және a), ә), б)  шарттарын қанағаттандырады. Лаплас 

түрлендіруін қолданып,  
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Кейбір интегралдық теңдеулерді шешу кезінде мына төмендегі күрделі 

көбейту теоремасы пайдалы. 
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0
 (Эфрос теоремасы). )()( pFtf   болсын және аналитикалық 

функциялар )( pG  мен )( pq  мынадай байланыста ),()( )( tgepG piq 
 болсын, 

сонда  

  



0

),()()()(  dtgfpGpqF . 

Дәлелдеуі. Лаплас түрлендіруін қолданып,  
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7
0
 Бізге өсу көрсеткіштері 

1
s  мен 

2
s  болған )(),( tgtf  тұпнұсқалары 

берілсін.  Олардың көбейтіндісі де тұпнұсқа болады, оның үстіне  
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3. Вольтерраның интегралдық теңдеуі. 1) Лапластың түрлендіруін  
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xfdsssxKx )()()()(   

интегралдық теңдеуіне қолданайық. 

)(xK  пен )(xf  функциялары )0( x  үзіліссіз функциялар және 

тұпнұсқалар болсын. Егер 
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)(,)(   болса, онда 

теңдеудің шешімі )(x -ті  
2133

,max,)( 3 ssseMx
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  түрінде бағалау 

қиын емес. Демек, )(x  функциясы да тұпнұсқа. 

)()(),()(),()( pFxfpKxKpx     болсын. Берілген теңдеудің екі 

жағына да Лаплас түрлендіруін қолданып, оған (124) өрнегін пайдалансақ, 
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түбірлері болмауы керек. 

Лапластың (Меллинше кері түрлендіріп) тұпнұсқа табу формуласын 

пайдаланып,  
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